
E.N.S.A.I. 1996 

lère épreuve 1/2 

V $ , ,  ... , A p )  = 

145 

1 . . .  1 

A, . .  . A, 

17-1 . . . A;-' 

* , montrer que V ( A , ,  ... , h p )  = n (hl - l I ) .  
I 6 1 < / 6 ,  
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Dans le problème E désigne un C-espace vectoriel de dimension n b 1 . 
I l ,  n] désigne l'ensemble des entiers naturels compris entre 1 et n. 

1.1 .a. Soit (A, B) E A%?: (C), montrer que Tr (AB) = Tr (BA). 

b. Montrer que si A et B sont deux matrices semblables, alors TrA = Tr B .  
Soit u E 2 (E) ,  deux matrices qui représentent 11 dans deux bases distinctes de E ont alors la mkme 
trace, on définit ainsi le complexe Tr u. 

c. Vérifier que Tr ( u  0 v )  = Tr ( v  0 u )  pour tout ( u ,  v )  E Y ( E ) "  

2.a. Soit A E A,, (C)  une matrice triangulaire supérieure, expliciter les valeurs propres de A en fonction 
des coefficients de A .  

II. On suppose dans toute cette partie que n = 2 .  

1 .  Soit u E 3 (E), établir une relation entre u 2 ,  u ,  T r u  et det u .  (On pourra étudier u sur une base 

Dans la suite de cette partie u et w désignent deux Cléments de 2' (E) vérifiant u 0 v - v 0 u = u .  

2. Montrer que u ne peut être inversible, en déduire une expression simple de u ? .  

On suppose dans toute la suite que u # O .  

3. a. Montrer qu'il existe une base B de E dans laquelle u a pour matrice 

de E.) 

(00 
(; ; + I l  h. Montrer qu'il existe a et h dans 43 tels que la matrice de v dans la base B s'écrive 

c. Dimontrer qu'il existe une base B' de E dans laquelle la matrice de 14 est (: ) et la matrice 
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4. On cherche maintenant a trouver en fonction de u et v tous les w E Y ( E )  vérifiant u 0 w - w 0 u = u .  

a. Donner la forme de la matrice de w dans la base B', en déduire l'existence de a et p dans 
C tels que w = v + a Id, + pu. 

b. Montrer réciproquement que pour tout (a, b)  E 43' , v + a Id, + pu est solution. 

5. On cherche de même les endomorphismes x solutions de x 0 v - v 0 x = x. Donner la forme de la .. 
matrice de x dans la base B', en déduire l'ensemble des solutions en fonction de u. 

III. n est maintenant supposé quelconque dans N*. 

Soit ( u ,  v j  E [ Z ( E )  \ ( O ) ]  x Z ( E )  vérifiant u o v  - v o u  = u .  

1 .  Soit k E N, exprimer uk 0 v - v 0 uk en fonction de u et de k .  (On pourra procéder par récurrence.) 

2. En deduire que u est nilpotent. 

3. c.  Soit k E N, montrer que Ker uk C Ker uk+ l .  Montrer de plus que s'il existe un entier p tel que 
Ker w'' = Ker id'+ I , alors pour tout entier supérieur ou égal à p on a Ker uk = Ker up. En déduire 
l'existence d'un tel entier. 

On suppose dans toute la suite que dim Ker u = 1 . 

6. Démontrer que V k E [ 1 .  I I ] ,  dim Ker u' = k .  

4. a. Montrer qu'il existe x,, E E tel que la famille de vecteurs B = (un-  I (X"), u n - ?  (4J, *.a 7 u(XIJ9 4))  
soit une base de E .  

b. Donner pour tout k E 11, n] une base de Ker uA. 

c. Montrer que pour tout k E [ l ,  n], Ker uh est stable par v. Que peut-on en déduire concernant la 
forme de la matrice de v dans la base B - ( u"- ' (4, **. 7 u ( % ) 7  %)? 

5 .  a. &rire la matrice de u dans la base B, donner ensuite une forme plus précise de la matrice de v dans 
la base B .  On appellera ( aij),,. j )  , l ,n12 cette matrice, montrer que cette matrice est entièrement 
déterminée par la donnée des coefficients a ,  , a 1 2 ,  ... , a, ". 

b. On appelle v,, l'dément de 2' (E) dont la matrice dans la base B est 

Montrer qu'il existe P E C, - , [XI tel que v = y, + P ( u ) .  

c. Soit v,, un élément de Y (E)  ayant O, 1, ... , n - 1 pour valeurs propres. 
Montrer qu'il existe une hase de E constituée de vecteurs propres de vo. Soit u E Y(€)  vérifiant 
1 4  0 ii, - q, o u  = u,determiner u a n - 1 constantespres. 

6 .  O n  suppose qu'on a deux elements uI et i', de Y ( E )  vérifiant u, 0 v, - v,  o u ,  = a u I  + p v I  
avec trf3 # O ,  trouver en fonction de u, et vl deux endomorphismes u et v vérifiant u 0 v - v O u = u.  


